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摘要
吸引子框架将 κκ（修正渗透率）定义为系统受扰动后返回其吸引子的速率。历史上，κκ 被视为一个经验参数——通过拟合数据而非从
第一原理推导得出。本文从框架的基础对象——累积偏差泛函  DT(x)=∫0Tδ(ϕt(x)) dtDT​(x)=∫0T
δ(ϕt​(x))dt（其中 δ(x)=d(x,A)δ(x)=d(x,A)）——推导出 κκ。

我们定义：κ=inf⁡x∈B∖Aδ(x)D∞(x)κ=x∈B∖Ainf​D∞​(x)δ(x)​

我们证明，对于线性系统 x˙=−Axx˙=−Ax（其中 AA 对称正定），该定义恢复最慢特征值 λmin⁡(A)λmin
(A)——即修正渗透率的传统概念。我们建立了尖锐的通用持久性上界  D∞(x)≤δ(x)/κD∞​(x)≤δ(x)/κ，展示了
变分比的齐次性和尺度不变性，并证明了与有限维线性系统的Koopman谱理论和预解极点的相容性。一个比较定理将 κκ 与经典指
数稳定性常数联系起来。推导了  D∞D∞​  的Hamilton-Jacobi型输运方程。在明确假设下，提供了有限视界估计
量 κT=inf⁡xδ(x)DT(x)κT​=infx​DT​(x)δ(x)​ 及其指数收敛性。

该推导对线性系统严格且可检验。非线性、多尺度和随机系统的开放问题已被识别。
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1. 引言
吸引子框架已应用于物理学、生物学、认知学和社会系统。其核心变量——修正渗透率  κκ——度量系统受扰动后返回其吸引子的速率。历
史上，κκ 被经验性地定义为 κ=1/τκ=1/τ，其中 ττ 是测量的恢复时间常数。

本文从单一基础对象——累积偏差泛函 DT(x)DT​(x)——推导 κκ。在本框架内，κκ 被变分地定义，而非作为经验拟合参
数引入。我们表明 κκ 是轨迹几何的后果——具体而言，是初始距离与总累积偏差之比。
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该推导对线性系统严格，与已有理论（Koopman算子、预解极点）相联系，并提供了用于经验研究的有限视界估计量。非线性与随机系
统的开放问题已被识别。

2. 累积偏差泛函
设  XX  为带有距离函数  ∥⋅∥∥⋅∥  的度量空间。设  ϕt(x)ϕt​(x)  为从状态  x∈Xx∈X  在时
间 t=0t=0 开始的动力系统的流。设 A⊆XA⊆X 为吸引子集（轨迹收敛到的紧致不变集）。设 BB 为 AA 的吸引盆。

定义点到吸引子的距离：δ(x)=d(x,A)=inf⁡a∈A∥x−a∥δ(x)=d(x,A)=a∈Ainf​∥x−a∥

定义 1（累积偏差泛函）： 对于有限视界 T>0T>0，定义：DT(x)=∫0Tδ(ϕt(x)) dtDT​(x)=∫0T
δ(ϕt​(x))dt

当 T→∞T→∞ 时，定义：D∞(x)=∫0∞δ(ϕt(x)) dtD∞​(x)=∫0∞​δ(ϕt​(x))dt

命题  1（D∞D∞​  的有限性）：  假设存在常数  C<∞C<∞  和  μ>0μ>0，使得对所
有  x∈Bx∈B：δ(ϕt(x))≤Ce−μtδ(x)δ(ϕt​(x))≤Ce−μtδ(x)

则对所有 x∈Bx∈B，D∞(x)<∞D∞​(x)<∞。

证明：D∞(x)=∫0∞δ(ϕt(x)) dt≤∫0∞Ce−μtδ(x) dt=Cμδ(x)<∞D∞​(x)=∫0∞
δ(ϕt​(x))dt≤∫0∞​Ce−μtδ(x)dt=μC​δ(x)<∞□□

性质（来自 Galida, 2026a）：

性质 陈述

非负性 DT(x)≥0DT​(x)≥0

单调性 当 T2≥T1T2​≥T1​ 时，DT2(x)≥DT1(x)DT2​​(x)≥DT1​​(x)

可加性 DT+S(x)=DT(x)+DS(ϕT(x))DT+S​(x)=DT​(x)+DS​(ϕT​(x))

瞬时增长 ddTDT(x)=δ(ϕT(x))dTd​DT​(x)=δ(ϕT​(x))

占据测度 DT(x)=∫δ(y) dμT(y)DT​(x)=∫δ(y)dμT​(y)，其中 μTμT​ 是占据测度



3. 修正渗透率 (κκ) 的推导

3.1 变分定义
定义 2（修正渗透率）：κ=inf⁡x∈B∖Aδ(x)D∞(x)κ=x∈B∖Ainf​D∞​(x)δ(x)​

解释： κκ 是有效恢复率——初始距离与总累积偏差之比的最小值。它作为盆中最慢恢复模式的全局度量。

关于  κκ  的注记：  该定义允许  κ=0κ=0，如果  D∞(x)D∞​(x)  发散或比
值 δ(x)/D∞(x)δ(x)/D∞​(x) 可以任意小。在本文其余部分，我们假设系统满足保证 κ>0κ>0 的条件（如命
题1中的指数稳定性）。

关于可达性的注记： κκ 定义中的下确界不一定可达；极小化序列可能存在而没有极小化状态。对于线性系统，下确界在慢特征空间上可
达。

3.2 齐次性与尺度不变性
定理 1（齐次性与尺度不变性）： 假设流满足 ϕt(αx)=αϕt(x)ϕt​(αx)=αϕt​(x) 对所有 tt 和所
有  α>0α>0  成立，且距离函数满足  δ(αx)=αδ(x)δ(αx)=αδ(x)。
则：δ(αx)D∞(αx)=δ(x)D∞(x)D∞​(αx)δ(αx)​=D∞​(x)δ(x)​

证
明：D∞(αx)=∫0∞δ(ϕt(αx)) dt=∫0∞δ(αϕt(x)) dt=α∫0∞δ(ϕt(x)) dt=αD∞(x)D∞
(αx)=∫0∞​δ(ϕt​(αx))dt=∫0∞​δ(αϕt​(x))dt=α∫0∞​δ(ϕt​(x))dt=αD∞
(x)

推论：  对于线性系统，对所有  x≠0x=0  的下确界约化为对单位球面的下确
界：κ=inf⁡∥x∥=1δ(x)D∞(x)κ=∥x∥=1inf​D∞​(x)δ(x)​

3.3 尖锐通用持久性上界
定理 2（尖锐通用持久性上界）： 对所有 x∈B∖Ax∈B∖A：D∞(x)≤δ(x)κD∞​(x)≤κδ(x)​

此外，常数 1/κ1/κ 是最优的：它是使该不等式对所有 xx 成立的最小常数。



证明：  由  κκ  作为  δ(x)/D∞(x)δ(x)/D∞​(x)  的下确界的定义，对所有  xx  
有 δ(x)/D∞(x)≥κδ(x)/D∞​(x)≥κ。重排得：D∞(x)≤δ(x)κD∞​(x)≤κδ(x)​

最优性由定理3推出：对于慢特征向量  v1v1​，D∞(v1)=δ(v1)/κD∞​(v1​)=δ(v1​)/κ，因此没有更小
的常数可以成立。□□

3.4 与线性系统的一致性
考虑线性系统  x˙=−Axx˙=−Ax，其中  AA  对称正定。设其特征值为  0<λ1≤λ2≤⋯≤λn0<λ1​≤λ2
≤⋯≤λn​，对应的标准正交特征向量为 v1,v2,…,vnv1​,v2​,…,vn​。

流为  ϕt(x)=e−Atxϕt​(x)=e−Atx。吸引子为  A={0}A={0}，到吸引子的距离
为  δ(x)=∥x∥δ(x)=∥x∥。

定理  3（线性一致性）：  对于  x˙=−Axx˙=−Ax（AA  对称正
定），inf⁡x≠0∥x∥D∞(x)=λmin⁡(A)x=0inf​D∞​(x)∥x∥​=λmin​(A)

证明：

由于  AA  对称正定，e−Ate−At  对称正定，其特征值为  e−λite−λi​t。因此其算子范数
为  ∥e−At∥=e−λ1t∥e−At∥=e−λ1​t。对任
意  x≠0x=0：D∞(x)=∫0∞∥e−Atx∥ dt≤∫0∞∥x∥e−λ1t dt=∥x∥λ1D∞​(x)=∫0∞
∥e−Atx∥dt≤∫0∞​∥x∥e−λ1​tdt=λ1​∥x∥​

因此：∥x∥D∞(x)≥λ1D∞​(x)∥x∥​≥λ1​

为证明等号可达，取  x=v1x=v1​（对应  λ1λ1​  的特征向量）。
则：∥e−Atv1∥=∥v1∥e−λ1t∥e−Atv1​∥=∥v1​∥e−λ1​t

且：D∞(v1)=∫0∞∥v1∥e−λ1t dt=∥v1∥λ1D∞​(v1​)=∫0∞​∥v1​∥e−λ1​tdt=λ1
∥v1​∥​

因此：∥v1∥D∞(v1)=λ1D∞​(v1​)∥v1​∥​=λ1​

于是：inf⁡x≠0∥x∥D∞(x)=λ1x=0inf​D∞​(x)∥x∥​=λ1​□□

推论： 对于线性系统，变分定义 κκ 恢复最慢特征值——即修正渗透率的传统概念。



3.5 输运方程
定理 4（输运方程）： 假设向量场 ff 为 C1C1，流 ϕtϕt​ 为 C1C1，且 D∞D∞​ 在 B∖AB∖A 上连
续可微。则：∇D∞(x)⋅f(x)=−δ(x)∇D∞​(x)⋅f(x)=−δ(x)

证明： 由定义：D∞(ϕs(x))=D∞(x)−Ds(x)D∞​(ϕs​(x))=D∞​(x)−Ds​(x)

在  s=0s=0  处对  ss  求导：ddsD∞(ϕs(x))∣s=0=−δ(x)dsd​D∞​(ϕs​(x))​s=0
=−δ(x)

由链式法则：∇D∞(x)⋅f(x)=−δ(x)∇D∞​(x)⋅f(x)=−δ(x)□□

解释： 这是一阶输运方程 f⋅∇D=−δf⋅∇D=−δ，属于更广泛的Hamilton-Jacobi族，但不具有通常意义下的哈
密顿量。它可作为数值计算和进一步理论发展的基础。

3.6 局部与全局解释
变分定义 κ=inf⁡xδ(x)D∞(x)κ=infx​D∞​(x)δ(x)​ 是全局的——它是整个盆中最慢的恢复率。这不一
定是吸引子附近的局部恢复率（线性化的最慢特征值）。对于线性系统，二者一致。对于非线性系统，如果暂态过程产生的有效恢复率比局部
线性化预测的更慢，二者可能不同。

这一区分很重要：κκ 是盆的全局不变量，而不仅仅是吸引子的局部性质。全局 κκ 与局部Lyapunov指数之间的关系是一个开
放问题（见§6）。

3.7 非对称线性系统
对于一般线性系统 x˙=Axx˙=Ax（其中 AA 稳定，即所有特征值具有负实部），在对角化情况下同样的原理成立。最慢模式对
应实部最大（最接近零）的特征值。

猜想：  对于非正规线性系统，在半群满足附加假设（如满足适当范数界的均匀指数稳定半群）的情况下，类似结果成立。这仍是一个开放问
题。



3.8 与指数稳定性的比较
定理  5（与指数稳定性的比较）：  假设系统满足指数稳定性界：δ(ϕt(x))≤Ce−μtδ(x)δ(ϕt
(x))≤Ce−μtδ(x)

对所有 x∈Bx∈B 成立，其中常数 C<∞C<∞ 且 μ>0μ>0。则：κ≥μCκ≥Cμ​

证明：  由稳定性界：D∞(x)=∫0∞δ(ϕt(x)) dt≤∫0∞Ce−μtδ(x) dt=Cμδ(x)D∞
(x)=∫0∞​δ(ϕt​(x))dt≤∫0∞​Ce−μtδ(x)dt=μC​δ(x)

因此：δ(x)D∞(x)≥μCD∞​(x)δ(x)​≥Cμ​

对所有 xx 取下确界：κ=inf⁡xδ(x)D∞(x)≥μCκ=xinf​D∞​(x)δ(x)​≥Cμ​□□

解释： 变分常数 κκ 被指数稳定性常数 μ/Cμ/C 下方有界。

4. 与已有理论的联系

4.1 Koopman算子
Koopman算子 KtKt 作用于可观测量：(Ktf)(x)=f(ϕt(x))(Ktf)(x)=f(ϕt​(x))

对于线性系统  x˙=−Axx˙=−Ax，Koopman特征值为  e−λite−λi​t。主导非平凡特征值（小于1的最大者）
为 e−λ1te−λ1​t，对应最慢衰减率。

对于有限维线性系统，ρ=e−λmin⁡tρ=e−λmin​t，因此：−1tlog⁡ρ=λmin⁡=κ−t1
logρ=λmin​=κ

因此，在定理3的假设下，变分常数等于与主导Koopman特征值相关的指数衰减率。



4.2 预解极点
对于有限维稳定线性系统，预解  (sI+A)−1(sI+A)−1  在  s=−λis=−λi​  处有极点。最接近虚轴的极点
为 s=−λ1s=−λ1​。

由于定理3识别  κ=λmin⁡κ=λmin​，且预解极点为  si=−λisi​=−λi​，我们得
到：κ=min⁡i∣ℜ(si)∣κ=imin​∣ℜ(si​)∣

对于有限维线性系统。

5. 有限视界估计
在实际中，我们只能测量有限轨迹。定义有限视界估计量：κT=inf⁡x∈Kδ(x)DT(x)κT​=x∈Kinf​DT
(x)δ(x)​

其中 K⊂BK⊂B 紧致且 K∩A=∅K∩A=∅。

命题 2（有限视界估计）： 假设：

流 ϕt(x)ϕt​(x) 在 (t,x)(t,x) 中联合连续。1.
δ(x)δ(x) 连续。2.
指数稳定性界 δ(ϕt(x))≤Ce−μtδ(x)δ(ϕt​(x))≤Ce−μtδ(x) 对所有 x∈Kx∈K 3.
一致成立，其中 μ>0μ>0。

则由定理5，变分常数 κκ（定义2）满足 κ≥μ/Cκ≥μ/C，且：κT→κ当 T→∞κT​→κ当 T→∞

误差为：∣κT−κ∣=O(e−μT)∣κT​−κ∣=O(e−μT)

证明：  对任意  x∈Kx∈K，尾部界给
出：∣D∞(x)−DT(x)∣=∫T∞δ(ϕt(x)) dt≤Ce−μTδ(x)μ∣D∞​(x)−DT​(x)∣=∫T∞
δ(ϕt​(x))dt≤μCe−μTδ(x)​

由于  δ(x)δ(x)  在紧致集  KK  上有界，令  M=sup⁡x∈Kδ(x)<∞M=supx∈K​δ(x)<∞。
则：∣D∞(x)−DT(x)∣≤CMe−μTμ∣D∞​(x)−DT​(x)∣≤μCMe−μT​

右侧与 xx 无关且当 T→∞T→∞ 时趋于零。因此 DT→D∞DT​→D∞​ 在 KK 上一致收敛。



此外，由于 KK 紧致且 K∩A=∅K∩A=∅，δδ 的连续性给出 inf⁡x∈Kδ(x)>0infx∈K​δ(x)>0。由
于  DT(x)DT​(x)  连续（由假设1-2）且关于  TT  单调非递减（由§2），对任意固定的有限  T0>0T0
>0，D∞(x)≥DT0(x)D∞​(x)≥DT0​​(x)，且 DT0DT0​​ 在 KK 上连续且严格正。紧致集上的连续
严格正函数具有正下确界：m=inf⁡x∈KDT0(x)>0m=x∈Kinf​DT0​​(x)>0

因此：inf⁡x∈KD∞(x)≥m>0x∈Kinf​D∞​(x)≥m>0

DTDT​  在  KK  上一致收敛到  D∞D∞​  因此意味着  δ(x)/DT(x)δ(x)/DT​(x)  一致收敛
到 δ(x)/D∞(x)δ(x)/D∞​(x)。因此下确界收敛。□□

6. 开放问题
问题 状态 难度

Q1: 非线性系统 inf⁡δD∞infD∞​δ​ 是否等于局部Lyapunov指数？ 困难

Q2: 局部与全局一致性
对一般非线性系统，lim⁡x→Aδ(x)D∞(x)=κlimx→A​D∞​(x)δ(x)

=κ 是否成立？
困难

Q3: 非正规系统 下确界是否等于非正规 AA 的最慢特征值？ 中等

Q4: 多时间尺度 下确界是否分离最慢时间尺度？ 困难

Q5: 随机系统 噪声如何影响有限视界估计量？ 困难

Q6: 多吸引子 κκ 在具有多个吸引子的盆中如何表现？ 中等

7. 结论
本文从累积偏差泛函 DT(x)DT​(x) 推导了修正渗透率 κκ。变分定义：κ=inf⁡xδ(x)D∞(x)κ=xinf
D∞​(x)δ(x)​

被证明对线性系统恢复最慢特征值，与经验定义  κ=1/τκ=1/τ  一致。建立了尖锐通用持久性上
界 D∞(x)≤δ(x)/κD∞​(x)≤δ(x)/κ。比较定理将 κκ 与经典指数稳定性常数联系起来。推导了 D∞D∞​ 
的Hamilton-Jacobi型输运方程。建立了对有限维线性系统的Koopman理论和预解理论的联系。在明确假设下提供了具
有指数收敛性的有限视界估计量 κTκT​。

关键贡献： 在本框架内，κκ 被变分地定义而非作为经验拟合参数引入——至少对于本文分析的这类系统是如此。



后续步骤： 将推导扩展到非线性系统（Q1-Q2）、非正规系统（Q3）、多时间尺度（Q4）和随机动力学（Q5）。
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